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連分数近似

実数 xの連分数展開を使うと、xを近似する有理
数を求めることができた。

xが有理数により近似されている様子を、nxの小
数部分

nx − [nx] (n = 1, 2, 3, . . . )

に注目して図示する。



nxの小数部分 (x = 9/4)
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nxの小数部分 (x = 9/4)
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4本の水平線ができる
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√
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4本のやや斜めの線



nxの小数部分 (x =
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√
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√
5の連分数を使った近似
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極形式による図示

原点からの距離が
√

n,偏角が 2π × nxとなる位置
に点を打っていく。

√
n

2π × (nxの小数部)



x = 1/17, n ≤ 200



17本の直線



x =
√

5, n ≤ 50



x =
√

5 ; 9/4



x =
√

5, n ≤ 500



x =
√

5 ; 38/17



x =
√

5, n ≤ 2000



x =
√

5 ; 161/72



点の分布

もし nxの小数部分に規則性が全くないなら、N
個の点は半径

√
N の円内に均等に散らばるはず。

xが有理数のときは、その分母の数だけ放射状の
直線ができる。

xが有理数 p/qで近似されるときには、q本の
「腕」が見える。



x = π, n ≤ 5000



π ; 22/7



π ; 333/106



π ; 355/113



πの連分数を使った近似

π = [a0, a1, a2, a3, a4, . . . ]
= [3, 7, 15, 1, 292, . . . ]
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an+1 が大きな数のとき、qn本の腕がはっきり見
える



πの連分数を使った近似

近似の誤差∣∣∣∣∣∣x − pn

qn

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
qnqn+1

=
1

qn(an+1qn + qn−1)

an+1 が大きいほど、(分母 qnの大きさと比べて)
誤差が小さい、よい近似である。



x = π, n ≤ 100000



黄金比
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黄金比の有理数近似の効率は悪い。



黄金比, n ≤ 200



黄金比, n ≤ 200



黄金比, n ≤ 200



黄金比, n ≤ 200


